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Método Simplex

« A funcao objetivo f(x) pode ser expressa
considerando a particao basica:

— f(x)=Cc"™x= e T
[FCp X5 TCN Xy
(X~ ]
— C'5: coeficientes das variaveis basicas na funcao objetivo

T

T
Csg Cn

— C': coeficientes das variaveis nao-basicas na funcao
objetivo

« Como xz=B"'b-B-'Nx, entao:
— f(X)=CTB(Bib:B;NXN)"'CTNXN (1)
XB

— Valor da funcao objetivo em x*:
o f(x*)= CTox*z+CT X* = CT5(B'b)+CT,(0)=CT,B-b



Método Simplex

« Definicao 1(vetor multiplicador simplex): O vetor A de
ordem mx1, dado por
— A= ;B
— € chamado de vetor multiplicador simplex (ou também, vetor
de variaveis duais)

— O vetor multiplicador simplex pode ser obtido pela resolucao
do sistema de equacdes lineares AB™= c,, que € obtido ao

se tomar a transposta de A= c";B" e multiplicar ambos os
termos da igualdade por BT

— Utilizando o vetor multiplicador simplex em (1) temos que:
o f(x)=f( )- CTaBINX)+CT Xy = F(X*)- ATNX+CT Xy, = f(X*)+ (CT-ATN)X,,

o F(x)=f(x")+ (CN1_)\T 1) X+ (CNZ_)\T Qo) Xpot -+ (CNn-m-)\T Ann-m) Xnin-m (2)



Método Simplex

 Definicao 2(custos relativos): Os coeficientes c* ;=
(c\,-ATa,,) das variaveis ndo-basicas da fungao
objetivo (2) sao chamados custos relativos ou custos

reduzidos
— F(X)=H(X")+ C* 1 XN+ CT\Xnot - +C NnmXNnm (3)

« Propriedade 1 (condicao de otimalidade): Condicao
uma particao basica A=[B N] em que a solucao
basica associada x*;=B'b>=0 (solucao basica
factivel), e seja ATo vetor multiplicador simplex. Se
cy,-ATay,>=0 (todos os custos relativos sao nao-

negativos), entao a solugcao basica é otima.



Método Simplex

« Definicao 3(estratégia simplex): Chamamos de estratégia
simplex a perturbacao de uma solucao basica factivel que
consiste em alterar as variaveis nao-basicas por:

« [ Xy =€ >= 0, (varidvel com custo relativo negativo)

[ X\=0, ]=1,2,,,,.n-m, jzk
« Ou seja, apenas uma variavel nao-basica, x,,, deixa de
ser nula. Com isso, a fungao objetivo (3) passa a ser:
— f(x)=f(x*)+ C*\O+...+C* yXnit---+C O
— f(x)= f(x*)+c*, e<f(x*)
« Observe gque a funcao objetivo decresce quando € cresce

— Isso justifica a escolha da variavel nao-basica a ser
perturbada com o menor custo relativo



Método Simplex

« Definicao 4(direcao simplex): Chamamos de dire¢ao simplex o
vetor y=B'a,,, 0 qual fornece os coeficientes de como as

variaveis basicas sao alteradas pela estrategia simplex. A
direcao simplex € solucao do sistema de equacoes lineares

By=ay
— Observe que as variaveis basicas podem ser escritas como:
« Xg=B'b-B'Nx=x";-B'a,, £=x";-y€, onde y=Ba,, (4)

« Reescrevendo a equacao vetorial (4) em cada uma de suas
coordenadas e considerando a nao-negatividade das variaveis

basicas
o Xg=X"g-y:i€>=0, I=1,....m
« Assim,
— Se y.<=0, entao x;>=0, para todo £€>=0
— Se y>0, como xy=x*5-y.£>=0, entao €=x*;/y,



Método Simplex

« Logo, o maior valor para € € dado por

— €%=X"g/y, =minimo(x*;/y, tal que yi>0)



. I_Algoritmc Simplex (algébrico)

— Determine inicialmente a particao basica factivel A=[B N]. A rigor, precisamos de
dois vetores de indices basicos e ndo-basicos:

. (B,B,, ..,B,)e (N, N, ...,N
— Os vetores das variaveis basicas e nao-basicas sao, respectivamente:
o X'5=(Xgys Xgos «++» Xgm) € X'\= (Xngs Xnzs -5 Xnm)
— Faca iteragcao=1
« Fase llI: {inicio da iteracao simplex}
— Passo 1: {calculo da solucao basica}
« X*g=B"'b //ou, equivalentemente, resolve o sistema Bxg=b

nm)

« X*=0
— Passo 2: {calculo dos custos relativos}
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}
_ N'=c' B
« 2.2) {custos relativos}
— C*=CnyATay,j=1,2, ..., n-m

- 2.3) {determinacdo da variavel a entrar na base}
— C*y=minimo(c*y,j=1,2, ..., n-m) //a variavel x,, entra na base



Algoritmo Simplex (alge€brico)
« Fase lI: {continuacao}

— Passo 3: {teste da otimalidade}
« Se c*,>=0, entao: pare //solucao na iteracao atual é 6tima

— Passo 4: {calculo da direcao simplex}
. y=B'ay,

— Passo 5: {determinacao do passo e variavel a sair da base}
« Se y<=0, entdo: pare //problema n&o tem solucao 6tima finita. f(x)-> -
« Caso contrario, determine a variavel a sair da base pela razao minima
— €"=X"g/y, =minimo(x*;/y;tal que y>0) //a variavel x; sai da base
— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
. Matriz basica nova: B=[ag,...a; , ay ag_, --- g,

. Matriz ndo-basica nova: N=[a;,...ay, 8g a1 --- Annml

- iteracao=iteracao+1
« Retorne ao passo 1



Algoritmo Simplex (alge€brico)
« Exemplo:
— Minimizar f(x,,X,)=-X,-2X,
e X;+X,<=0
o X-X,<=4
o X, +X,<=4

e X;>=0, X,>=0

« Apos introduzir as variaveis de folga x,, X, e X, temos
0 problema na forma padrao
« Na Fase |, obtemos uma particao basica factivel:
— (B4, By, B3)=(3, 4, 5), (N;, N,)=(1, 2),
— Ou seja, B=I. Fazendo (x,, x,)=(0,0), temos (trivialmente) os
valores das variaveis basicas



Algoritmo Simplex (algébrico)

« Fase Il: 12 lteracao

Indices
Basicos Nao-basicos
B.=3 |B,=4 |B,=5 |N,=1 |N,=2 |b
[B | N] |1 0 0 1 1 6
0 1 0 1 -1 4
0 0 1 -1 1 4
[ce | C\] |0 0 0 -1 -2 f=0




oritmo Simplex (algebrico)

« Fase II 2 teracao
— Passo 1: {calculo da solugao basica} = xg=(X,, X,, Xz)
« Resolver o sistema Bxg=b
— Xg=(6, 4, 4)
 Avaliacao da fungao objetivo:
— f(X)=Cg{Xgi+ CpoXg, + CpsXpa=0"6+0%4+0"4=0
— Passo 2: {calculo dos custos relativos}
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}:(Cz=(Cg;,Cgs,Cgs)=(C3,C4,C5)=(0, O, 0)).
— Solugao do sistema B"A=c; € A™=(0,0,0)
« 2.2) {custos relativos}: (N,=1, N,=2)
— ¢,=C,- ATa,=-1-(0 0 0) Ell F1

E'rlE

— C,=C,~ ATa,=-2-(0 0 0) [ [=-2, k=2. (variavel x,,=X, entra na base)
1C

« 2.3) {determinacao da variavel que entra na base}
— Como c,=cy,=minimo{c;, j=1,2}=-2<0, entdo a variavel x, entra na base



Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase Il: 12 lteracao

— Passo 3: {teste de otimalidade}
« Como os custos relativos (c,=-1, c,=-2)sao negativos, a solugao atual
n&o & otimal
— Passo 4: {calculo da direcao simplex}

. Resolver o sistema By=a, e obtenha y= HllE
(1L

it
« O vetor y mostra como as variaveis basicas sao alteradas: xz=xz-y&
« As variaveis nao-basicas (X, e x,) se alteram conforme a
estratégia simplex: x,=0 e x,=¢€
— Passo 5: {determinacao do passo e variavel a sair da base}
e £*=MINIMO(Xg,/Y,, Xga/Ys)=MINIMO(6/1, 4/1)=4= X./Y,
 Xgy=X; Sal da base



Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase Il: 12 lteracao

— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
« (By, By, B3)=(3,4,2), (N;, Ny)=(1,5),
- {novo valor da fungéo objetivo: f(x)=f(x*)+c,, E*=0-2"4=-8}
« Nova Tabela:

Indices
Basicos Nao-basicos
B.=3 |B,=4 B,=2 N,=1 N,=5 |b
[BIN] |1 0 1 1 0 6
0 1 -1 1 0 4
0 0 1 1 1 4
[cs|cy] | O 0 -2 1 0 f=-8




Algoritmo Simplex (alge€brico)
« Fase ll: 22 lteracao
— Passo 1:
« Solugao basica: xg=(X;, X,, X,)
. Resolver sistema Bx,=b e obter x*;= %E

— Passo 2: e

« 2.1) {vetor multiplicador simplex}
— (Cg=(Cg1,Cr2Cr3)=(C3,C4,C2)=(0, 0, -2)).
— Resolver sistema B"A=c; é AT=(0, 0, -2)
« 2.2) {custos relativos}: (N,=1, N,=5)
— ¢,=C,- ATa,=-1-(0 0 -2) Hl -=-3, k=1, X, entra na base

1 C
ErE

p—

— Cc,=C,- ATa,=0-(0 0 -2) EE_Z
HE

 2.3) {determinacao da variavel que entra na base}
— Como c¢,<0, solugao basica nao é 6tima e x, entra na base



Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase ll: 22 lteracao

— Passo 3: {teste de otimalidade}
« Como ha custos relativos (c,=-3, c.=2) negativos, a solugao atual nao
é otima!
— Passo 4: {calculo da direcao simplex}
. Resolver o sistema By=a, e obtenha y= H* [

00 C
agls
« O vetor y mostra como as variaveis basicas sao alteradas: xz=xz-y&
« As variaveis nao-basicas (x, e Xx;) se alteram conforme a
estratégia simplex: x.=0 e x,=¢€
— Passo 5: {determinacao do passo e variavel a sair da base}
« Como somente y,>0, entao

« £'=mMINiMo(Xz,/Y,)=MINIiMo(2/2)=1

¢ Xg;=X5 Sal da base



Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase ll: 22 lteracao

— Passo 6: {atualizacao: nova particao basica, troque a I-
ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N}
« (By, By, By)=(1,4,2), (N;, Ny)=(3,5),
« {novo valor da fungéo objetivo: f(x)=f(x*)+c,, E*=-8-3"1=-11}
« Nova Tabela:

Indices
Basicos Nao-basicos
B=1 |B,=4 B,=2 N,=1 N,=5 |b
[BIN] |1 0 1 1 0 6
1 1 1 0 0 4
1 0 1 0 1 4
[Cs|Cy] | -1 0 -2 0 0 f=-11




Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase ll: 22 lteracao

— Passo 1:
« Solugao basica: Xg=(X;, X,, X,)
« Resolver sistema Bxg=b e obter x*;= ®cC

Pt

— Passo 2:
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}
— (Cg=(Cg1,Cp2:Ca3)=(C;,C4,Co)=(-1, 0, -2)).
— Resolver sistema B'A=c; € AT= (-3/2, 0, -1/2)
« 2.2) {custos relativos}: (N,=3, N,=5)
— Cy=C5- ATa,=0-(-3/2, 0, -1/2) %E =3/2,
alls

M

— c,=C.- ATa,=0- (-3/2, 0, -1/2) @=1/2,

H -



Algoritmo Simplex (algébrico)
« Fase ll: 22 lteracao

— Passo 2:
« 2.1) {vetor multiplicador simplex}
(CB (CB1 Cgos CBs) (C1 Cys Cz) ( 1= O, '2))-
— Resolver sistema B"A=c; é A= (-3/2, 0, -1/2)
« 2.2) {custos relativos}: (N,=3, N,=5)
_ c,=C,- ATa,=0-(-3/2, 0, -1/2) %%3/2,

r

— c=C,- ATa,=0- (-3/2, 0, -1/2) gE_1/2
HE

« 2.3) {determinacao da variavel que entra na base}
— Gomo minimo{c;, j=1,2}=1/2>0, segue-ﬁquue a solucao atual

JE
» X'g= g% e X*\= %E ou X= %E



