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Introducao

« Um problema com variaveis inteiras e reais €
denominado problema de Programacao Inteira Mista

(PIM) quando tem a seguinte forma:
Z=max cx+dy
PIM Ax+Dy<=b
xOR",yO2Z",

. Onde: A é uma matriz (mxn), D é uma matriz (mxp), ¢
é um vetor (1xn), d € um vetor (1xp), b é um vetor
(mx1), x € um vetor (nx1) e y € um vetor (px1)

« R", representa o espacgo dos vetores com n

componentes reais e Z°, representa o espago dos
vetores com p componentes inteiras nao-negativas



Introducao

« Quando todas as variaveis sao inteiras, tem-se um
problema de programacao inteira (PI):
Z=Max CX
P Ax<=b
xdZ,

« Se todas as variaveis assumem valores 0 ou 1, tem-

se um problema de programacao 0-1 ou binaria (PB),

escrito como:
Z=Max CX
PB Ax<=b
x [ B"

- Onde B" representa o espaco dos vetores com n
componentes binarias



Exemplos

« Exemplo1: Programacao inteira:
z=max 10x,+6X,

Pl IX,+5X,<=45
-4X,+5X,<=5
x 0Z°,

« Figura representando o conjunto de solucoes
factiveis do Eixemplo1

® o o o Regiao Factivel.
e 6 ©6 ©6 © o o o Conjunto de solugoes
factiveis € X={(0,0),
1° % ° 2= (01,10, (11), (20),
@ o o 0 o o o (21) (22),(3,0),(3,1),(32),
¢ oo o e o o | (33)(40).(41),(50)}
L L ® o ® ®
® ® @ ® ® >




Exemplos

« No exemplo anterior, observe que ao mover na
direcao do gradiente da funcao (5,3) obtemos a
solucao otima no ponto (5,0) com z=50

« Exemplo2: Programacao Binaria

Z=max 2X,+3X,
PB 6X,+8X,<=10
x O B°

« O conjunto de solucoes factiveis para o
Exemplo2 é dado por X={(0,0), (1,0), (0,1)}. A
solucao otima esta no ponto x=(0,1) com z=3



Exemplos

« Exemplo3: Programacao Inteira Mista:
z=max 10x,+6X,

PIM OX,+5X,<=45
-4X,+5X,<=5
x, OR',x,0Z'",

« Figura representando o conjunto de solucoes

factiveis do Eixemplo Regido Factivel.
e o o o o o o Conjunto de solugdes
¢ o © o o e o o factiveis
X1={(x1,0),0<=x1<=5}
¢ © o o o o o o X2={(x1,1),0<=x1<=4 4/9}
e o o e o o e | X3={(x12),11/4<=x1<=3 8/9}
X4={(x1,3),2 1/2<=x1<=3 1/3}.
¢ o ® & ©® | Asolugdo 6tima é x=(3 1/3,2)
° e o o com valor z=51 1/3
o o o o o o >




Relaxacao Linear

» Considere o problema de PL do Exemplo1
guando a condicao de integralidade é relaxada,

isto é, x O R®,
z=max 10x,+6X,
PL OX,+95X,<=45
-4X,+5X,<=5
x O R?,
« O problema de PL € chamado de relaxacao
linear do problema de PI



Relaxacao Linear

« A Figura a seguir mostra que a solugao otima
de Pl esta no ponto x=(3 1/13, 3 6/13) com
valor z=51 7/13

« Note que x esta bem distante da solucao otima
inteira (5,0). Como decorréncia, a solucao de PI
arredondada (3,3) também esta distante da

solucao étim? inteira

(31113, 3 6/13)




Relaxacao Linear

« Sejam X,,, X,u, X5 0S conjuntos de solucoes
factiveis de PI, PIM e PL, respectivamente.

« Como Z", O R", segue-se que X, O X, e X,
1 Xp,
» Portanto, o valor de z na solucao 6tima de PL é

um limitante superior para o valor de z da
solucao o6tima de Pl e PIM




Modelagem com Variaveis Binarias

 Implicagoes “se-entao”
— Custo Fixo: suponha gque o custo de producao K de

um item consiste em um custo fixo s adicionado de
um custo linear variavel com taxa c.

— Defina a variavel x=qgtde produzida do item

— Para representar a funcao K(x) de forma linear com
uma variavel inteira, seja M um limitante superior
da producao do item e considere a variavel binaria
y tal que y=0 implica x=0 ou, equivalentemente, x>0
implica y=1. K pode ser reescrito como:

K=sy+cCx
x<=My



Modelagem com Variaveis Binarias

 Implicagoes “se-entao”

— Producao de itens: considere a situacao em que, se
0 produto 1 é fabricado, entao o produto 2 também
deve ser fabricado:

 X,=qtde produzida do item 1
« X,=qtde produzida do item 2

— Seja y uma variavel binaria tal que

1 se x,>0
<

°y

0 caso contrario

— Essa condicao € expressa pela desigualdade
« X,<=My onde M é limitante superior da producao de x,



Modelagem com Variaveis Binarias

« Implicacoes “se-entao”
— Seja y uma variavel binaria tal que

1 se x,>0

oy<

.0 caso contrario
— Essa condicao é expressa pela desigualdade
« X,<=My onde M é limitante superior da producao de x.
— Devemos expressar a condicao que y=1 implica
X,>0
« X,>=my onde m é um limitante inferior para a
producao de X,



Modelagem com Variaveis Binarias

« Restricao ativada ou desativada

— Seja a desigualdade
f(X;, Xy -y X,)<=0

— Defina uma variavel binaria y tal que y=1 implica
gue a desigualdade anterior é satisfeita ou esta
ativada

f(X,, X5y .ery X )<=M(1-y)

— Onde M é um numero grande. Se y=0 entao a
restricao € desativada. Isto €, f(x,, x,, ..., X,) pode

assumir qualguer valores até seu limite superior M



Modelagem com Variaveis Binarias

« Relacoes Logicas
— Variaveis binarias sao usadas para relagoes logicas

— Suponha que existam 5 tipos de investimento
financeiro, x; € a variavel binaria de decisao tal que
4
1 Se o investimento j é selecionado

— <
— X=

0 caso contrario



Modelagem com Variaveis Binarias

« Relacobes Logicas
— Considere as seguintes restricoes representativas

« No maximo trés investimentos sao selecionados
— Xq+ Xot Xg+ X+ X<=3

« Exatamento um investimento é selecionado
— Xy+ Xot Xg+ X+ Xe=1

« O investimento 1 ou o investimento 2 é selecionado
— X+ X,>=1

« Se 0 investimento 2 é selecionado, entdo o investimento
1 0 sera
— X,<= X,
« Se 0s investimentos 2, 3 ou 4 sao selecionados, entao o
investimento 1 também o sera
— X+ Xg+ X,<=3X; OU X,<= X; € Xz<= X, €X,<= X,



Modelagem com Variaveis Binarias

« Representacao de valores discretos

— Considere um problema em que uma variavel x so
pode assumir valores do conjunto discreto {4, 6, 8,
12, 20, 24}

— Para representar essa condicao, defina as variaveis
binarias y,, i=1,..., 6 e as restricoes

« X=4y,+6Y,+8Yy,+12y,+20y+24y,
o Vit+YotYstY, +YstYe=1



Formulacao de Problemas
Classicos
 Linguagens algébricas

— Criadas a partir de 1980

— Permitem ao usuario escrever modelos genéricos
de programacao linear (e nao-linear) em um
formato parecido com a notacao algébrica

— Modelo é separado dos dados e independe do
tamanho do problema

— Alguns exemplos sao: GAMS, AMPL, MPL,
AIMMS, OPL, MOSEL e LINGO



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Selecao de Projetos/Mochila 0-1

— Considere n projetos e um capital b para
Investimento.

— O projeto | tem custo a, e um retorno esperado p..

— O problema consiste em selecionar os projetos
gque maximizam o retorno total esperado sem

ultrapassar o limite de capital
1 se o projeto j é selecionado

° XJ=

0 caso contrario



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Selecao de Projetos/Mochila 0-1
— O problema ¢é formulado como:

max

;pjxj
2 a;x;<b
£

xDBn
« Este problema € denominado problema da mochila devido a
analogia do problema que envolve a decisao de quais itens
carregar em uma mochila sem exceder um dado limite de

peso



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Multiplas Mochilas
— Considere n itens que devem ser colocados em m
mochilas de capacidades distintas b, i=1, ..., m
— Cada item j tem uma lucratividade p, € um peso w;

— O problema consiste em selecionar m subconjuntos
distintos de itens, tal que cada subconjunto ocupe uma
capacidade de, no maximo, b, e o lucro total seja

maximizado
1 se o item j é colocado na mochila i

~0 caso contrario



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Multiplas Mochilas
— O problema é formulado como:

* Mmax



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Empacotamento em Mochilas
— Também conhecido como bin-packing

— Deseja-se determinar o numero minimo de mochilas de
mesma capacidade b que empacotem n itens de peso w,,

j=1,...,n

— Dada as variaveis

1 se a mochilai é usada

'Yi=<

0 caso contrario

/

1 se oitemj é colocado na mochila i

.0 caso contrario



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Empacotamento em Mochilas
— O problema é formulado como:



Formulacao de Problemas
Classicos

 Problema de Corte Unidimensional

— O problema consiste em cortar barras disponiveis de
tamanho unico L para a producao de m tipos de itens
com tamanhos |, I, ..., |, e demandas, b., b,, ..., b_,

ey | s .
respectivamente

— O objetivo € minimizar o numero de barras usadas, dado
um limitante superior de barras disponiveis

— Dada as variaveis

1 seabarraié usada

'Yi=<

(.0 caso contrario

« X;= numero de vezes que o item j € cortado na barra i



Formulacao de Problemas
Classicos

 Problema de Corte Unidimensional
— O problema é formulado como:

n
e min Z
J=1 yi

=
ilegSLyi’ i=1,...,n
7=

yDBn,XDZmn



Formulacao de Problemas
Classicos

 Problema de Corte Unidimensional

— O problema de corte unidimensional é similar ao
empacotamento de mochilas

« Deseja-se minimizar o numero de objetivos com um dado tamanho
e, se 0 objetivo i é usado, os itens colocados ou cortados nesse
objeto ndo podem exceder seu tamanho
— As solucoes inteiras de corte unidimensional que
satisfazem a restricao da mochila de forma maxima sao
chamadas padroes de corte ou de empacotamento

— Para L=11, m=4, |.=2, |,=3, |,=3,5, |,=4
— Seja n o0 numero total de possiveis padrdoes de corte, €

para cada padraode corte |, j=1, 2, ...,n associe um vetor
m-dimensional a=(a;, ..., a,;) tal que:

. Aj=numero de barrras do tipo i no padrao ]



Formulacao de Problemas
Classicos

« Problema de Corte Bidimensional

— O problema consiste em cortar uma placa em um numero de
pecas retangulares de modo a otimizar algum objetivo, por
exemplo, maximizar a utilizacao da placa

— Considere uma placa retangular (L, W) de comprimento L e
largura W, cortada em m tipos de pecas retangulares
menores

— Peca do tipo i tem tamanho (I, w) e valor v.. P e Q s&o os

numeros minimo e maximo de pecas do tipo i que podem
ser cortadas da placa
« 0<=P<=Q, i=1, ...,m

— L, W, I, w, i=1, ...,m sao inteiros
— Os cortes sao ortogonais a um lado da placa
— A orientagao das pecas é fixa



Formulacao de Problemas

Classicos
« Problema de Corte Bidimensional
— Defina
1 se a peca do tipo i, quando cortada com vértice inferior a
- esquerda com coord (l,w) exclui o ponto (r,s)
* Qs =
._ 0 caso contrario

— Para impedir contagem dupla quando duas pecas sao
adjacentes:
{1 se0<l<r<hl-1<L-1e0<wss<wiw-1<W-1
* Qs =

0 caso contrario

— Seja X={0, 1, ..., L-1} o conjunto de comprimentos para
localizacao do vértice inferior a esquerda do corte das pecas
e Y={0,1,...,W-1} o conjunto correspondente para as
larauras



Formulacao de Problemas

Classicos
« Problema de Corte Bidimensional
— Defina ag variaveis
1 se a peca do tipo i € cortada com seu vértice inferior a
esquerda no ponto (I, w),talque 0<l<L-le0<w<=< W-w

A

ilw
*0 caso contrario
— O problema é formulado como:

¢ Max Z gX WYvi.Xilw

i=1

z ; ZailwrsxilwerDX,SDY
X  wlly

i=1

PiS Z Z xipqSQi,i:L...,m

mx  wiy

0 g



Formulacao de Problemas Classicos
« Problema de Roteamento de Veiculos

— QGrafo orientado completo G(N,E) em que N=Cu {0,n+1,
C={1,...,n} € o conjunto de nds que representam os clientes

— 0,n+1 s&o 0s nds que representam os depdsitos

— O conjunto E={(i,j): i, € N, i=],i=n+1,j= 0} corresponde aos
arcos associados conexdes entre nds

— Nenhum arco termina no n6 0 e nenhum arco comec¢a no no n+1

— Todas as rotas comecam em 0 e terminam em n+1

— Um custo cij e um tempo tij estao associados a cada arco (i,))

— O tempo de viagem tij inclui o tempo de servico do cliente i

— Cada cliente i tem uma demanda di

— Um conjunto K de veiculos idénticos, cada k € K possui
capacidade Q esta no deposito



Formulacao de Problemas Classicos
« Problema de Roteamento de Veiculos
— O objetivo é minimizar o custo total de viagens, sujeito as
seguintes restricoes:
« Cada rota inicia e termina no deposito
« Cada cliente pertence somente a uma rota

« A demanda total de uma rota nao pode exceder a capacidade
Q do veiculo

« O tempo de viagem de uma rota nao pode exceder o limite D

— Defina
1 se o veiculo k percorre o arco (i,j), Vk € K, V (i,j) € E
° Xijk =
0 caso contrario



Formulacao de Problemas Classicos
« Problema de Roteamento de Veiculos

— min Z Z nyuk

keK (i
D inijI,ViEC

kek jeN

Zd,-z x, <0, VkeK

ieC  jeN

). Xt x <D VkeK

ieN jeN Y

Y X =LV kEK

jeN

Y x =) x =0YheC,VkeK

hjk
iEN JEN

2d ) x < Vkek ) ) x <|s-1.5<C, 2<\s|< Vkek

ieC  jeEN 1ES JES
K|E
reB*H



