Programacao Inteira

Prof. Ricardo Santos



Formulacoes Alternativas

« Dado um problema P, podem existir diversas
formulacoes para esse problema e algumas
delas podem ser melhores que outras

« Definicao 1: Um subconjunto de Rn descrito
por restricoes lineares P={x [0 R": Ax<=b} € um
poliedro

 Definicao 2: Um poliedro P = R" é uma
formulacao para um conjunto X < Z"x R’ se e
somente se X=P n (£" x R®)



Formulacoes Alternativas

« Exemplo: A figura a seqguir apresenta duas
formulacoes distintas P1 e P2 para o conjunto

- X={(1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3),
(4,2);

a




Formulacoes Alternativas

« Definicao 3: Um conjunto X < R" &€ chamado
de conjunto convexo se, para quaisquer x_, X [

X e todo numeroreal , 0 < x < 1, 0 ponto
oX +(1- o)x, OX

A interpretacao geometrica desta definicao é
gue, se um conjunto € convexo, entao, dados
dois pontos no conjunto, todo ponto no
segmento de reta que liga esses dois pontos
também é um elemento do conjunto



Formulacoes Alternativas

« Definicao 4: Dado um conjunto X < R", a
envoltoria convexa (convex hull) de X,
representada por conv(X), € definida como a
intersecao de todos 0s conjuntos convexos que
contém X, isto €, 0 menor conjunto convexo

que contéem X



Formulacoes Alternativas
« A Figura a seguir mostra a envoltéria convexa do

exemplo anterior

« A envoltoria convexa corresponde a combinacao
convexa dos pontos x =(1,3), X,=(2,1), x3=(2,4),

X,=(3,1), x =(4,2), isto €, .
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Formulacoes Alternativas

Note que as solucoes otimas dos exemplos de Pl e PIM séao
pontos extremos das envoltdrias convexas dos conjuntos de
solucoes factiveis de Pl e PIM, respectivamente.

Pode-se expressar o problema de PIM como o problema de
programacao linear

z=max c'x+d'y

Ax+Dy<=b

xUR",y R,
Em que {(x,y): Ax+Dy<=b, x O R" , y O R }=conv{(x,y):
Ax+Dy<=b,x U R" ,y U Z2° }
A partir dessa caracterizacao de PIM € possivel definir a

melhor de duas formulacdes P1 e P2 para um dado conjunto X
[1 Rn.

— Como X O conv(X) O P, para qualquer formulacado P, P1 é uma
formulagcao melhor que P2 se P1 [0 P2



Formulacoes Alternativas

« A determinacao de conv(X) é tao dificil quanto
resolver PIM e os métodos de resolucao branch-ana-
bound e branch-and-cut operam de forma a fazer com
que a solucdo 6tima de PIm seja a solucio 6tima de
um problema de programacao linear

« Esses métodos eliminam regides da formulacao do
problema P sem penetrar em conv(X), para evitar a
perda de uma possivel solugcao 6tima

« Por esse motivo, quanto mais préxima é a formulacao
P em relacao a conv(X), menor o numero de regides a
serem eliminadas, e 0s métodos convergem mais
rapidamente para a solugcao otima

— Esta € a motivacao para encontrar formulacoes melhores!!!



Formulacoes Alternativas

« Exemplo: Formulacoes equivalentes para o problema
da Mochila 0-1

— Considere o conj. de valores binarios para a mochila 0-1
- X={(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0),
(1,0,0,1), (0,1,0,1), (1,1,0,1)}
— E as formulacoes
« P1={x O R4: O<=xj<=1, |=1,2,3,4, x1+9x2+29x3+4x4<=30}
P2={x 0 R4: 0<=xj<=1, j=1,2,3,4, 0,3x1+2X2+6X3+x4 <=6}
P3={x 0 R4:x1+ x3 <=1
. X2+X3 <=1
. X3+x4<=1
O<=xj<=1,j=1,2,3,4}
— Note que o ponto x2=(1;1;0,45;1) OO P2, mas ¢ P3 e o ponto
x1=(0;0;1;0,25) OO P1, mas ¢ P2. Portanto, P3 [ P2 J P1.
Entao, P3=conv(X)



Formulacoes Alternativas

« Suponha que x € P3. Multiplicando por 2 ambos os lados das
desigualdades em P3 e depois somando as desigualdades
tem-se:

— 2X14+2X2+6X3+2Xx4<=6

— Isto implica que 0,3x1+2x2+6x3+x4<=06, portanto x
€ P2.

« Se x € P2, multiplicando por 5 ambos os lados da desigualdade
anterior, resulta:

— 1,5x1+10x2+30x3+5x4<=30
 Isso implica que x1+9x2+29x3+4x4<=30, portanto, x € P1



