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Problema da Arvore Geradora
Minima
Grafo nao-direcionado de n nés

Problema de transporte em que existem
suprimentos de n-7 unidades de um produto em
apenas 1 dos nos

Existe demanda de 1 unidade do produto nos
demais nés

O custo de transporte em cada aresta (i,j) do grafo

iIndepende do volume transportado do produto na

aresta

_ E zero se a aresta é utilizada no transporte ou c; (distancia
da aresta) se ¢ utilizada

— Adocao de variavel binaria para indicar 1 se ha fluxo na
aresta e 0 se nao ha fluxo na aresta



Problema da Arvore Geradora
Minima
« Modelo Matematico
min fxun ="y ¢,

(i,))UE

x,;, =n—1
(L 0E)

zu X, — ijk:1,]:2 ..... n
(i, UE ) (k:( [O0E )

x; 20, )H)UE
(n=Dy, 2x;,@G j)UE
y; S X, HUE

y,; {01}, @, HUE



Problema da Arvore Geradora Minima

« As variaveis:

— X; € a quantidade transportada do produto do no
| para o no j utilizando a aresta (i,))

—Y; € a variavel binaria que indica se a aresta (i,))
é utilizada para transportar o produto do no |

para o no j. Recebe valor 1 se a aresta (i,)) é
utilizada e 0, caso contrario

—C; € 0 “custo” incorrido caso a aresta (i,)) seja

utilizada para se realizar este transporte do
produto donoiparaondj



Problema da Arvore Geradora Minima

« Procedimento guloso para escolher as
arestas de menor comprimento

— Algoritmo de Kruskal
« Algoritmo:

— Dados:
« G(N,E), em que N={1,2,...,n}
« c(I,J) comprimento da aresta (i,))

— Saida:
« ST, arvore geradora minima
« LST, comprimento da arvore geradora minima



Problema da Arvore Geradora Minima

 Algoritmo:

— Passo 1:
« LST=0
« C={1} //escolha do n6 1 é arbitraria
« C'=N-C
. ST={)
— Passo 2:
« Enquanto (C’ #0) faca
— Selecione j O C’ tal que c(k,j)=min {c(r,s) tal que (r,s)JE,rd0Ces

[ C’}, isto é, 0 nd em C’ mais préximo de qualquer né em C. Seja k
0 n6 em C mais préximo de |

- C<CU{j}
- C «C - {}
— LST « LST+c(k,))
— ST « ST U {(k,j)}



Fluxo em Redes - Definicoes

« Definicao 1: Seja N um conjunto finito, cujos elementos
sdao chamados nds (ou vértices) e E um conjunto de
pares de nds, cujos elementos (i,j) sdo chamados
arestas. O par G=(N,E) é chamado grafo. Uma rede é
um grafo cujos nds e/ou arestas tém valores associados

« Definicao 2: Um grafo G=(N,E) no qual as arestas sao
pares ordenados (subconjunto de NxN) € chamado
grafo ordenado ou digrafo. Uma rede orientada € um
grafo orientado cujos nos e/ou arcos tém valores
associados

« Definicao 3: O numero de elementos de um conjunto X €
chamado cardinalidade de X e denotamos por |X]



Fluxo em Redes - Definicoes

» Definicao 4: Um caminho de um no i; a um no i, € uma
sequiéncia de arcos C={(igiy),(i;i,). (ips) - (i 1,i)} O

qual o nd inicial de cada arco € 0 no final do arco
imediatamente anterior na seqUéncia, € iy,li,,i,,...,i, Sa0

todos nds distintos

« Definicao 5: Uma cadeia € uma estrutura similar a de
um caminho, exceto que 0s arcos nao precisam estar
coerentemente orientados, ou seja, uma cadeia € uma
seqguéncia de arcos de modo que cada arco tem
exatamente um né em comum com O arco
imediatamente anterior na segléncia

- Definigao 6: Um circuito € um caminho fechado, ou
seja, € um caminho de um no iy @ Um no i, em que i=i,.

O correspondente ao circuito, no caso da cadeia, €
denominado ciclo, ou seja, o ciclo € uma cadeia fechada



Fluxo em Redes - Definicoes

« Definicao 7: Um grafo € fracamente conectado se
existe pelo menos uma cadeia entre quaisquer dois de
seus nos, e fortemente conectado se existe pelo menos
um caminho de cada no a todos os demais nos do grafo

« Definicao 8: Uma arvore € um grafo conectado sem
ciclos. Diz-se um grafo G’=(N’,E’) € um subgrafo de
G=(N,E) se NI N e E'll E com a condi¢cao de que, se
(i,)) O E’, entao i e j também devem pertencer a N'. Uma
arvore geradora de um grafo G € um subgrafo de G que
€ uma arvore e inclui todos os nos do grafo G

« Propriedade 1: Considere um grafo G=(N, E), com N|=n
(isto €, G tem n nds), e um subgrafo G’'=(N,E’) de G. As
seguintes informacoes sao equivalentes:

— 1) G’=(N,E’) € uma arvore geradora de G
— ii) |E’|=n-1 (isto é, G’ tem n-1 arcos) e G’ é conectado
— 1iii) |[E’|=n-1 e G’ ndo tem ciclos



Problema do Caminho Minimo

« Formulacao Matematica

— Problema do caminho minimo do n6 1 para o né n do
grafo € um caso especial do problema de transporte
onde deseja transportar, ao menor custo, uma unidade
de um produto produzido nondé 1 parao no n

Min  f(x)= Z ;cl.jxl.j

i=T ST

x,; =1
JIST)

x, =1
iflP(n)

X, = xjk,]:2,...,n—1
iLIP(j) kUS ()



Problema do Caminho Minimo

« Formulacao Matematica

— Em que:
« S(j) é o conjunto dos nds sucessores de |
« P(j) € o conjunto dos nds predecessores de |
- X; € a quantidade transportada do produto da origem i para o
destino j utilizando o arco (i,))
« C;€ 0 “custo” incorrido por usar o arco (i,))

« Para a resolucao do problema do Caminho
Minimo existem algoritmos mais simples e
eficientes que o método simplex: Algoritmo de
Dijkstra, Algoritmo de Ford, Algoritmo de Floyd



Problema do Caminho Minimo

 Algoritmo de Dijkstra
— Dados:

« G(N,E): grafo em que N={1,2,...,n}
« 1:nd inicial do caminho
e n:nod final do caminho
c(i,j): comprimento do arco (i,j) OE (hipdtese: c(i,j)>=0)

— Saida:

« d(n): menor distancia do n6 1 ao n6 n
« C: caminho minimo entreond1eondn

— Encontra o menor caminho entre quaisquer dois nés da

rede quando todos os arcos tém comprimentos nao-
nhegativos

« O algoritmo de Dijkstra € descrito a seguir:

ﬁeRr;ara-se 0s nos em rotulados (conjunto R) e nao-rotulados (conjunto
NOs rotulados sao aqueles cuja ordenagao ja foi definida, ou seja, o nd
mais préximo, o segundo ndé mais proximos, etc.

Para recuperar um caminho minimo até um né k, guarda-se o né anterior
ao no k no caminho (denotado por p(k), isto &, o caminho de 1 ao n6 k é
constituido do caminho de 1 ao n6 p(k) e o arco (p(k),k).

Se p(k)==1, entao o menor caminho que liga 0 ndé 1 ao no k é constituido
tao somente do arco (1.,k)



Problema do Caminho Minimo

 Algoritmo de Dijkstra
— Passo 1:
« R={1}, NR={2,...,N}, d(1)=0, p(1)=0
« Parai[dNR,
— d(i)=+
— p(i)=n+1
— a=1
— Passo 2:
« Paratodoi [ NR,
— determine d(i)=minimo{d(i),d(a)+c(a,i)} e
— faca p(i)=a, caso d(i)==d(a)+c(a,i)
» Se d(i)==+ para todo i [INR, entao pare //nao existe caminho de 1
para outro no
« Senao, determine k [ONR tal que d(k)=minimo{d(i),i CINR}.
— NR=NR - {k}
— R=R U {k}
— a=k
— Passo 3:
« Se a==n entao
— Recupere o caminho minimo C a partir dos valores armazenados em
p(.), iniciando por K,=p(n), em seguida, k,=p(K,), até que o n6 1 seja
atingido. Senéao, retorne ao Passo 2.



Problema do Caminho Minimo

« Aplicar Alg. de Dijkstra sobre o grafo

« Encontrar menor caminho do né 5 para o n6 2!
— Mostre que C={(5,4),(4,1),(1,2)}



Problema do Caminho Minimo

« Por que o Algoritmo de Dijkstra falha quando o grafo possui arestas
negativas?




Problema do Caminho Minimo

 Algoritmo de Ford

— Encontra o caminho mais custo entre dois nos, mesmo que
haja arcos com comprimentos negativos

— E uma generalizacao do Alg. de Dijkstra
« Algoritmo

— Dados:
« G(N,E): grafo em que N={1,2,...,N}
« 1:nd inicial do caminho
« n: no final do caminho
« c(i,j): comprimento do arco (i), (i,)) U E
— Saida:
« d(n): menor distancia do né 1 ao nd n
e C: caminho mais curto entreondé 1 eond n



Problema do Caminho Minimo

Algoritmo
— Passo 1: R={1}, NR={2,...,n}
d(1)=0, p(1)=0 e d( )=+oo, p()=n+1,i 0 NR
-r()O|DNR r(1)=1
« a=1
 sinal=1 //sinal=0 quando todos os nés do grafo sdo rotulados
— Passo 2:
« Paratodov OON
— Calcule d(v)=min{d(v),d(a)+c(a,v)}
— faca p(v)=a, caso d(v)=d(a)+c(a,v)
Se d(v)=+c para todo v [J NR entdo pare
Se para algum v O R, d(v) decresceu de valor, entao
R=R-{k} e NR=NR U {k}
Se NR=z{} entao
a. Determine k tal que d(k)=minimo{d(v),v [ NR}
b. NR=NR — {k}, R=R U {k}, a=k, r(a)=r(a)+1
Senéao, sinal=0
— Passo 3:

- Se sinal==0, recupere o caminho C a partir dos valores armazenados em
p(.), iniciando por k,=p(n), k,=p(k,), ate que o no 1 seja atingido e pare.

« Se existe r(i)=n, entédo pare: existe circuito no grafo com comprimento total
negativo.

« Caso contrario, retorne ao passo 2.



Problema do Fluxo Maximo

Consiste em determinar o valor do maior fluxo possivel que pode ser
enviando de um nd a outro da rede

— Exemplo: determinar a capacidade maxima de producao de um determinado
produto

Considera-se o0 n6 1 como no origem (n6 fonte) e o né ncomo né
para o qual se deseja enviar o fluxo maximo (no sorvedouro)

Denota-se por y a quantidade do produto que esta sendo enviado do
nd 1 ao n6 n, o modelo de otimizacao linear para este problema é

Maximizar y

; X~ ; x,=y (nofontel)
1)

x,=0  i=23,...,n-1

iJ'
JUS (i) kLIP (1)

; ; x, ==y (n6sorvedouro)
STn) PTn)
O<x,<u, (para todo (1, ) LUE)



Problema do Fluxo Maximo

« As equacoes do modelo anterior podem ser escritas com todas as
variaveis no lado esquerdo

X~ Zxkl -y=0
Fasyed 5P

; X - ; xkl

S (1) P (i)

; ; an + y O
S(n) P(n)

« Onde pode-se concluir que a coluna da variavel fluxo y pode ser vista como
associada a um arco (n,1) chamado arco de retorno. O arco (n,1) passa a
pertencer ao grafo e basta redefinir S(n)=S(n)+1

Maximizar x,

; ;xkl—O i=1,2,3,....,n
JUS (@) P (i)

O<x, <u, para todo (1,)) LUE



Problema do Fluxo Maximo

« O algoritmo de Ford e Fulkerson

— Todos os arcos do grafo tém capacidade u;>0.
. Arcos com u;=0 obrigam eu x,=0 para toda solugao factivel
— Supor que tem disponivel alguma solucao factivel com um
fluxo x* indo do né 1 ao n (exemplo, x*=0). Para melhorar
essa solucao x* € preciso encontrar algum caminho no grafo

do n6 1 ao no n por onde o fluxo atual pode ser
incrementado

— Pode-se determinar os arcos em dois tipos:
. Classe A: arcos que podem ter fluxo aumentado (isto €, x*;<u;)

. Classe B: arcos que podem ter fluxo diminuido (isto €, 0<x™;)



Problema do Fluxo Maximo

« O algoritmo de Ford e Fulkerson

Pode-se construir um grafo auxiliar com os mesmos nos do grafo original
definidos por:

 Para cada arco
u_

,j) da classe A, ha um arco (i,j) no grafo auxiliar com
capacidade (u.-x*.

i)
j
- Para cada arco (i,j) da classe B, ha um arco (j,i) no grafo auxiliar com
capacidade x¥,
— Isto quer dizer que o fluxo neste arco pode ser diminuido de até x*

(
X
(

Nao é preciso construir explicitamente o grafo auxiliar. Nesse caso,
busca-se no grafo original uma cadeia doné 1 aoné n

Essa busca pode ser feita rotulando-se ndés de maneira sucessiva, a partir
do ndé 1. Um no j é rotulado se existir alguma no i ja rotulado e existir um
arco (i,J), com a condicao de que o fluxo no arco (i,j) pode ainda ser
aumentado, ou se existir um arco (j,i) com a condicao de que o fluxo no
arco (j, i) possa ser diminuido

Observe que rotulando sucessivamente a partir do ndé 1 se, em algum
momento, rotulamos o né n, teremos achado uma cadeia don6é 1 ao nd n
por onde o fluxo pode ser aumentado



Problema do Fluxo Maximo

« O algoritmo de Ford e Fulkerson
— Para recuperar a cadeia descoberta, utilizamos um vetor p, onde p(j)
armazena i indicando que a partir do no j rotulamos o no |
— Utilizamos sinal(j) para indicar se o arco (i, ) sera aumentado, sinal(j)=+1,
ou diminuido, sinal(j)=-1

— Para arcos com capacidades inteiras, o algoritmo executa em O(Ef), onde
E=N? de arestas e f=fluxo maximo

« Passos do algoritmo de Ford e Fulkerson

— Dados:
« G(N,E), onde N={1, 2, ..., n}
« u(i, j) capacidade maxima do arco (i, j) (u(i,j)>0)
« 1 no6 fonte
e n no sorvedouro
— Saida:
e Fluxo maximo ydon6é1aonén



Problema do Fluxo Maximo

Passos do algoritmo de Ford e Fulkerson

— Passo 1: Inicio
« y=0 (fluxo inicial x*=0)
« Vv+(i, j)=u(i, j) para todos os arcos (i, j) O E
« V-(i, J)=0 para todos os arcos (i, j) O E
« R={n}: conjunto de nds rotulados
— Passo 2: Enquanto n I R faca
« R=0 (nenhum né esta rotulado inicialmente)
« parai N {p(i)=0 }
« R={1} e Lista={1}
« Enquanto (Lista #0) ou (n ¢ R) faca
— Escolhai O Lista e faca Lista=Lista — {i}
— Paratodo arco (i, j) com (v+(i, j)>0) e (j ¢ R), faca
» P()=i
»  sinal(j)=+1
» R=R U {j}
» Lista=Lista U {j}
— Paratodo arco (j, i) com (v-(i, j)>0) e (j € R), faca
» p(j)=i
»  sinal(j)=-1
» R=R U {j}
» Lista=Lista U {j}
« Fim_Enquanto
« Se (n O R), execute aumente_fluxo_atualize_fluxo
— Fim_Enquanto



Problema do Fluxo Maximo

« Passos do algoritmo aumente_fluxo_atualize fluxo

— Dados:
« G(N, E)
« v+(i, j): capacidade maxima de aumento de fluxo no arco (i, j)
« V-(i, j): capacidade maxima de diminui¢ao de fluxo no arco (i, j)
« 1:nd fonte
e Nn:no sorvedouro
o y: fluxo atual
 p(i): né a partir do qual o n6 i foi rotulado
« sinal(i): se igual a +1, indica que o arco que deve ser recuperado para
determinar a cadeia C sera da forma (p(i), i); se igual a -1, indica que o arco
que deve ser recuperado para determinar a cadeia C sera da forma (i, p(i))
— Saida:
« Fluxo aumentado ydoné 1 aondén
« v+(i, J): valor atualizado da capacidade maxima de aumento de fluxo no arco
(i, J)
« v-(i, j): valor atualizado da capacidade maxima de diminuicao de fluxo no
arco (i, j)



Problema do Fluxo Maximo

Passos do algoritmo aumente_fluxo_atualize fluxo

— Passo 1:
e r=n
- C=0
* S=+00
- Enquantor =1, faca
— Se sinal(r)==+1 entao
» C=C U {(p(r),n}
»  §=minimo{s,v+(p(r),r}
— Senéo
» C=C U{(r, p(r)}
» §=minimo{s,v-(r, p(r))}
— r=p(r)
« Fim_Enquanto

— Passo 2: y=y+ 6

« Paratodo (i, j) O C
— Se sinal(j)==+1 entao
» V+(i, J)=v+(i, J)- 6
» V-(i, )=v-i, j)+ 6
— Se sinal(j)==-1 entao
» V=(i, ))=v-(i, ])- 6

» V+(i, |)=v+(i, )+ 6



Problema do Fluxo Maximo

« Aplicar algoritmo de Ford e Fulkerson no seguinte grafo




Problema do Fluxo Maximo

« Exemplo com o algoritmo de Ford e Fulkerson
— Passo 1: Inicio

» p(1)=0, p(5)=0, p(2)=0, p(3)=0, p(4)=0, p(6)=0
« R={1} e Lista={1}
« Lista=g0
— p(5)=1, sinal(5)=+1, R={1,5}, Lista={5}
— p(2)=1, sinal(2)=+1, R={1,5,2}, Lista={5,2}
— p(3)=1, sinal(3)=+1, R={1,5,2,3}, Lista={5,2,3}
 Lista={2,3}
— p(4)=5, sinal(4)=+1, R={1,5,2,3,4}, Lista={2,3, 4}
- Lista={3,4}
— p(6)=2, sinal(6)=+1, R={1,5,2,3,4,6}, Lista={3, 4, 6}



Problema do Fluxo Maximo

« Exemplo com o algoritmo de Ford e Fulkerson

« Procedimento aumente_fluxo_atualize fluxo

— Passo 1: Inicio
e p(6)=2, sinal(6)=+1
e p(2)=1, sinal(2)=+1
- C={(2,6), (1,2)}

— Passo 2:
* 5=min{v+(2,6),v+(1,2)}=3
e y=0+3=3
e v+(1,2)=10-3=7
. v-(1,2)=0+3=3
e« V+(2,6)=3-3=0
. v-(2,6)=0+3=3



Problema do Fluxo Maximo

« Exemplo com o algoritmo de Ford e Fulkerson
. R={1,5,2,3,6,4}
. R=g
» p(1)=0, p(5)=0, p(2)=0, p(3)=0, p(4)=0, p(6)=0
« R={1} e Lista={1}
« Lista=0
— p(5)=1, sinal(5)=+1, R={1,5}, Lista={5}
— p(2)=1, sinal(2)=+1, R={1,5,2}, Lista={5,2}
— p(3)=1, sinal(3)=+1, R={1,5,2,3}, Lista={5,2,3}
. Lista={2,3}
— p(4)=5, sinal(4)=+1, R={1,5,2,3,4}, Lista={2,3, 4}
. Lista={2,3}
— p(6)=4, sinal(6)=+1, R={1,5,2,3,4,6}, Lista={2,3, 6}



Problema do Fluxo Maximo
« Exemplo com o algoritmo de Ford e Fulkerson

« Procedimento aumente_fluxo_atualize fluxo

— Passo 1: Inicio

e p(6)=4, sinal(6)=+

« p(4)=5, sinal(4)=+

e p(9)=1, sinal(5)=+

- C={(1,5), (4,6), (54)}
— Passo 2:

* 6=min{v+(1,9),v+(5,4),v+(4,6)}=2

o y=3+2=5

e v+(1,5)=4-2=2

« v-(1,5)=0+2=2

e v+(5,4)=5-2=3

e v-(5,4)=0+2=2

¢ V+(4,6)=2-2=0

v-(4,6)=0+2=2



Problema do Fluxo Maximo

« Exemplo com o algoritmo de Ford e Fulkerson
- R={1,5,2,3,6,4}
- R=4
» p(1)=0, p(5)=0, p(2)=0, p(3)=0, p(4)=0, p(6)=0
« R={1} e Lista={1}
« Lista=0
— p(5)=1, sinal(5)=+1, R={1,5}, Lista={5}
— p(2)=1, sinal(2)=+1, R={1,5,2}, Lista={5,2}
— p(3)=1, sinal(3)=+1, R={1,5,2,3}, Lista={5,2,3}
. Lista={2,3}
— p(4)=5, sinal(4)=+1, R={1,5,2,3,4}, Lista={2,3, 4}
« Lista={3,4}
. Lista={4}
« Lista=0

— O fluxo maximodono1aono6ey=>5



